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Eigenbewegungen in Kristallen 
V o n A L F R E D S E E G E R 

Aus dem Max-Planck-Institut für Metallforschung, Stuttgart, und dem Institut für theo-
retische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart 

(Z. Naturforschg. 8a, 47—55 [1953]; eingegangen am 3. September 1952) 

Herrn Professor Eric in Fues zum 60. Geburtstag 

Es wird gezeigt, daß das üblicherweise für das Studium von Schraubenversetzungen 
in kubisch primitiven Gittern benutzte Peierls'sche Modell auch Schwingungsvorgänge 
unter seinen Lösungen enthält, die sich als Überlagerung unendlich vieler harmonischer 
laufender Wellen darstellen lassen, und die die besondere Eigenschaft haben, daß sie in 
einer „Gleitebene" (in der die Nichtlinearität der Kraftgesetze geeignet berücksichtigt 
wird) sehr große Verzerrungen aufweisen können. Die größte mögliche gegenseitige Ver-
schiebung zweier Nachbaratome in nebeneinander liegenden Netzebenen ist die Hälfte 
der Gitterkonstanten. Der Zusammenhang mit entsprechenden Lösungen des Frenkel -
K o n t o r o vaschen Versetzungsmodells sowie ihr Auftreten bei Umklappumwandlungen 
und ihre Bedeutung für die Entstehung von Versetzungspaaren unter Mithilfe thermischer 
Schwankungen wird besprochen. 

Während der letzten Jahre wurde der Begriff der 
Versetzungen mit wachsendem Erfolg bei der 

Diskussion verschiedener Probleme der Kristall-
physik verwendet. Es gibt heute im wesentlichen 
zwei Hauptgruppen von Beweisen für die Existenz 
der Versetzungen in Kristallen. Einen direkten Be-
weis stellen die Arbeiten über das Kristallwachstum 
aus Lösungen dar, über das F r a n k 1 zusammenfas-
send berichtet hat. Diese Untersuchungen gestat-
ten, einzelne Schraubenversetzungen zu sehen. Eine 
indirekte, für den Außenstehenden vielleicht nicht 
ganz so überzeugende Bestätigung für das Vorhan-
densein von Versetzungen liefert die Gesamtheit der 
theoretischen und experimentellen Untersuchungen 
über die Plastizität von Kristallen und damit zu-
sammenhängende Gebiete. 

Wäre die potentielle Energie eines Kristalls in 
Strenge eine quadratische Funktion der Verrückun-
gen der Gitterbausteine, so würde es keine Ver-
setzungen geben. Bei Verrückungen, die nicht mehr 
klein gegen die Gitterkonstante sind, treten jedoch 
Abweichungen von der Linearität der Kraftgesetze 
auf, die weitere Gleichgewichtslagen neben der tri-
vialen des Idealkristalles und damit die Existenz 
von Versetzungen möglich machen. Indem man 
diese Nichtlinearitäten geeignet berücksichtigt, er-
hält man Lösungen der elastischen Gleichungen. 

1 F. C. Frank. Advances in Physics 1. 91 [1952|. 

die auch in kontinuierlichen Medien Versetzungen 
darstellen (siehe hierüber den zusammenfassenden 
Bericht von N a b a r r o 2 ) . 

Das Vorhandensein von Versetzungen legt eine 
Frage nahe, die bisher noch wenig Beachtung ge-
funden hat: Gibt es neben den Versetzungen auch 
noch andere Bewegungsformen, welche in ähnlicher 
Weise den Nichtlinearitäten in den Kraftgesetzen 
zwischen den Gitterbausteinen ihre Existenz ver-
danken ? 

Wir werden in dieser Mitteilung zeigen, daß diese 
Frage zu bejahen ist, und wir werden einige Eigen-
schaften dieser Bewegungsformen an speziellen Mo-
dellen studieren. Sie haben vor allem dort physika-
lische Bedeutung, wo Verrückungen von der Größen-
ordnung der Gitterkonstanten auftreten, z. B. bei 
der Entstehung von Versetzungspaaren in Gebieten 
hoher Spannungskonzentration oder bei den sog. 
Umklappprozessen. Wir werden auf diese Fragen in 
§ 3 kurz eingehen. 

§ 1. E i g e n b e w e g u n g e n im F r e n k e i s c h e n 
M o d e l l 

Nichtlineare Kraftgesetze in der Theorie der Ver-
setzungen wurden bis jetzt in zwei Modellen mathe-
matisch behandelt, dem F r e n k e l - K o n t o r o v a -
schen und dem Peierls 'schen Versetzungsmodell. 

- F. R. N. Nabarro . Advances in Physics 1, 2fi9 
[19521. 

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift 
für Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the 
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs 
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal 
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is 
to allow reuse in the area of future scientific usage.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift für Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Förderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veröffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der 
Creative Commons Lizenzbedingung „Keine Bearbeitung“) beabsichtigt, 
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukünftiger wissenschaftlicher 
Nutzungsformen zu ermöglichen.



48 A. SEEGER 

Das F r e n k e Ische Versetzungsmodell3 ist eigentlich 
ein atomistisches Modell; seine Grundgleichungen 
wurden jedoch bis jetzt für die Zwecke der prak-
tischen Rechnung stets so vereinfacht, wie es dem 
Ersatz einer Atomkette durch ein eindimensionales 
Kontinuum entspricht. Für die Verschiebung u(x,t) 
der „Atome" in dieser Kette gegenüber einer fest-
gehaltenen Parallelreihe gilt dann die Differential-
gleichung 

dx2 
82U 

~8t2~ 
a 1 

~2?r""Zf 

2 nu (x, t) 
( 1 ) 

In Gl. (1) bedeutet vs die Schallgeschwindigkeit und 
a die Gitterkonstante. Ln wird als Versetzungslänge 
bezeichnet (vgl. Gl. 4); 1 \L\ ist proportional der 
Amplitude des sinusförmigen Potentials, das von 
der Parallelreihe auf die Atome ausgeübt wird, 
deren Verschiebung u (x, t) als Funktion von Ort x 
und Zeit t betrachtet wird. 

Die Frage nach den gleichförmig bewegten Lö-
sungszuständen der Gl. (1) ist leicht zu beantworten, 
da diese Gleichung dann direkte Integration durch 
Quadraturen erlaubt. 

Die allgemeine Lösung ist für gleichförmige Be-
wegung mit Unterschallgeschwindigkeit v < t's4 

aresin k sn 
x — vt 

LA 1 — (tr V) 

und mit Überschallgeschwindigkeit v > v 

vt — X 
u. = — aresin k sn TT . k 

- 1 
(3) 

Die Integrationskonstante k liefert reelle Lösungen 
in beiden Fällen für 0 ^ k < co. Aus energetischen 
Gründen hat aber von der Lösungsschar (2) wohl 
nur der Fall k = 1 

(4) 
2 a 

arctg exp 1 x — vt \ 2 a 
arctg exp 

\ Lo\ ( i ) N 

der eine gleichförmig bewegte Einzelversetzung dar-
stellt, physikalische Bedeutung. 

Ebenfalls aus energetischen Gründen interessie-
ren wir uns bei Gl. (3) nur für den Fall 0 < k < \ . Er 
stellt laufende Wellen dar mit der Wellenlänge 

;. - 4 K (k) • L„ | 1 . (ö) 

der Frequenz 

(ö ) 
- I 4 K(k)Ln 1/ (JLj* 

und der Amplitude 

u0 — (a,hi) aresin k < aj'2 . (7) 

Elimination von v aus Gl. (5) und (6) gibt die Be-
ziehung 

1 4 K L„ (8) 

Im Grenzfall unendlich großer Wellenlänge (und 
Phasengeschwindigkeit) schwingt die eine Gitter-
reihe gegen die andere tnit der Grenzfrequenz 
v0 = vq 4 Iv l0. In der B o r n sehen Gittertheorie würde 
man eine solche Schwingungsform als optische 
Grenzschwingung bezeichnen. Mit kleiner werden-
der Wellenlänge steigt aber v nach Gl. (8) stark an. 
während die optischen Zweige der Gittertheorie 
eine schwach abnehmende Frequenz besitzen. Dieser 
Unterschied zeigt, daß wir in Gl. (3) einen Schwin-
gungstyp vor uns haben, der in der linearen Gitter-
theorie nicht unter den einfachen Wellentypen auf-
tritt. 

Für gegebene Amplitude u0 besteht zwischen 
Phasengeschwindigkeit v und Gruppengeschwindig-
keit F— dv!8 (1 / / ) die Beziehung 

V-v = v*. (9) 

Es mag zunächst zweifelhaft erscheinen, ob es einen 
Sinn hat, im vorliegenden (nichtlinearen) Fall, in 
dem ja das Superpositionsprinzip nicht gilt, eine 
Gruppengeschwindigkeit zu betrachten. Es konnte 
jedoch gezeigt werden5, daß sich die Wellengruppen, 
die die Relation (0) erfüllen, als Lösungen von 
Gl. (1) explizit angeben lassen. 

In der eben zitierten Arbeit wird auf Grund ge-
wisser Ähnlichkeiten der Lösungen (3) und (4) mit 
den Eigenschwingungen der Elastizitätstheorie und 

3 J. Frenkel u. T. K o n t o r o v a , Phvsik. Z. Sowjet-
union 13, 1 [1038]. J. Physics [Moskau] 1, 137 [1939]: 
F. C. F r a n k u. J. H . van der Merwe , Proc. R o v . Soc. 
[London], Sect, A 198, 205, 210 [1948]; 200, 125 [1949]: 
201, 2H1 [1950]: A. K o c h e n d ö r f e r u. A. Seeger. Z. 

Phvsik 127. 533 [1950]: A. Seeger u. A. K o c h e n -
dör fer , Z. Physik 130. 321 [1951]. 

4 Wegen der Definition der elliptischen Funktionen 
und Integrale vergleiche man den Anhang. 

5 A. Seeger , H. Donth u. A. K o c h e n d ö r f e r , Z. 
Physik, erscheint demnächst. 
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der linearen Gittertheorie vorgeschlagen, Versetzun-
gen als translatorische Eigenbewegungen und die 
Lösungen (3) als oszillatorische Eigen be wegungen 
zu bezeichnen. Die oszillatorischen Eigenbewegun-
gen stellen ein Beispiel für die durch die Nicht -
linearität der Kraftgesetze bewirkten Bewegungs-
formen dar, von denen wir am Ende des einleitenden 
Abschnitts gesprochen haben. 

§ 2. O s z i l l a t o r i s c h e E i g e n b e w e g u n g e n im 
P e i e r l s ' s c h e n M o d e l l 

Das Frenkel-Kontorovasche Versetzungsmodell, 
das wir im vorstehenden behandelt haben, ist gegen-
über der Wirklichkeit so stark vereinfacht, daß man 
nicht ohne weiteres sagen kann, ob die erhaltenen 
Ergebnisse allgemeinere Bedeutung haben. Insbe-
sondere erkennt man den physikalischen Zusam-
menhang der Lösung (3) mit den harmonischen Git-
terwellen nicht, obwohl für u0<^a die Nichtlineari-
tät, die in Gl. (1) sich in dem Sinusglied auswirkt, 
keine Rolle spielen und deshalb keine physikalisch 
neuen Resultate liefern kann. 

Wir betrachten das sog. Peier ls ' sche Versetzungs-
modell6, das die geeignete Verbindung von nicht-
linearem Kraftgesetz in einer ,,Gleitebene" mit der 
Elastizitätstheorie darstellt und es gestattet, den 
Zusammenhang zwischen oszillatorischen Eigenbe-
wegungen (die wir auch hier auffinden werden) und 
elastischen Wellen zu untersuchen. 

Dabei benützen wir einige auch in der Verset-
zungstheorie übliche Vereinfachungen. Das Problem 
wird als eben behandelt, Verschiebungen und Span-
nungen sollen nur von den x- und «/-Koordinaten, 
nicht von der z-Koordinate abhängen. Wir betrach-
ten den bei den Versetzungen der Schraubenver-
setzung entsprechenden Fall7, daß nur eine Ver-
schiebungskomponente in 2-Richtung auftritt (mit 
w bezeichnet). Wird das elastische Medium als iso-
trop vorausgesetzt (Schubmodul G, Dichte o), so 
sind die einzigen von Null verschiedenen Span-
nungskomponenten 

r — r Cr — , r 
C X 

_ r dl— 
~~ d y • ( 10 ) 

Die elastischen Grundgleichungen reduzieren sich 
auf 

S2w 
0.T2 + 82w 

8y-
1 82w 

~c* dt2 dl) 

C=(G/Q)1'2 ist die Schallgeschwindigkeit für Sche-
rungs wellen. 

Im Peierls'schen Modell wird der Kristall durch 
einen Schnitt längs der Ebene y = 0 in zwei Hälften 
zerlegt. Da diese Trennebene (bzw. das unmittelbar 
darüber oder darunter gelegene Netzebenenpaar 
y = ± yz a) eine ähnliche Rolle spielt wie die Gleit-
ebene in der Theorie der Versetzungen, nennen wir 
sie auch hier die Gleitebene. Für y >y0 und y<—y0 

wird die Kontinuumstheorie angewandt, dabei wird 
w (x, y,t) = —w (x, — y, t) angenommen. Als nicht-
lineare Erweiterung des Hookeschen Gesetzes soll 
in der Ebene y = y0 = % a die Bedingung 

(x,ya. t) 
G 2 n 

-5— sin — 2 TT, a 

2ti 

[w(x,y0,t)—w(x,—y0, t)] 

(12) 
G 4:71 

sin —— w (x, y0, t) 

gelten. Gl. (12) stellt die einfachste Relation dar, 
die ein periodisches Potential für gegenseitige Ver-
schiebungen der Ebenen y=±y0 liefert und kann 
als brauchbare Approximation für den Fall eines 
kubisch primitiven Gitters angesehen werden. Von 
der Trägheitswirkung der Masse, die sich zwischen 
den Ebenen y=±y0 befindet, sehen wir ab. 

Unsere Aufgabe ist nunmehr, Lösungen der 
Schwingungsgleichung (11) und der Randbedingun-
gen (12) zu finden, die sich in der Gleitebene wie 
Gl. (3) verhalten. Eine systematische Lösung macht 
Gebrauch von dem an anderer Stelle8 erwähnten 
Zusammenhang zwischen dem Peierls 'schen und 
dem F r e n k e Ischen Modell. Wir geben hier der 
Kürze halber das Resultat an. Es ist 

w (x, y, t) 
a_ v 

r (y — d) "i r (i-t — x)/ v2 \ —v2-| 

V — (I (2 H + 1) C£oj 
2 H h (13) 

6 R. Peierls , Proc. physic. Soc. 52, 34 [1940]; 
F. R. N. Nabarro , Proc. phvsic. Soc. 59, 256 [1947]. 

7 G. Le ib f r i ed u. H.-TX Die tze . Z. Phvsik 126. 
790 [1949]. 

8 A. Seeger u. A. K o c h e n d ö r f e r . Z. Phvsik 130. 
321 [1951], Abschn. 6. 
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K K(k) und A"' — K(k') sind vollständige elliptische Integrale 1. Gattung. Der Zusammenhang ihres 
Moduls k mit der Größe d wird später angegeben werden. Man sieht sofort, daß jedes Glied der Summe 
(13) die Gl. (11) erfüllt; somit ist auch die unendliche Reihe eine Lesung dieser Gleichung. Wir werden 
nun zeigen, daß durch geeignete Wahl der Konstanten in Gl. (13) auch die Gl. (12) erfüllt werden kann. 

Durch Differenzieren findet man 

sin [(2 n — 1) (y — d) nja. a] • sin 8 w y 
8y = _ Z-i n = 0 

in |̂ (2 n -f 1) n (v t — x) t<xa 1 \ ' J 

P (2n -+- 1)7i / vt — x 

* ( £ o f \(2n 4 - 1 )n Ii'12 / v i 
114) 

2 « ' n =̂ 0 C£of \(2u.4- 1) TT K'I2K] 
y . t) - 0 

(2n + 1 ) j t / vt — x 
y — d 

£ o i [ ( 2 n + \)7i K'>2 IQ 

und 

8w V 
H — I' 

cos [(2 n — 1) (y — d) TT/O. a\ • cos (2 n + 1) 7i (V t — x); A a [ c 
1 a • Sof [(2 n 4-1) 7i K' 12 K] 

1 v-
2 a V c2 

*J ^ cos [ ^ r 1 - i ( I — i)" ] y Z j 
n = (> (Toi [(2 u -f- 1) TT Ii' 12 K] [ l ß ) 

V 

w — o 

r ( 2 n + l ) j t I fr"- I i 

Goif(2n 4- 1)tj: Ii' <2 Ii] 

Mit Hilfe von Gl. (A) des Anhangs kann man die vorstehenden unendlichen Reihen aufsummieren. 
Man erhält 

8 w 
8y 

8w 
8 x 

cn 
Kk 

2.-7« 

Kk / r-

/ 2 / i 
« « 

vt — x 

£ - 0 
y - r d , — cn 

2 Al- t' t — x 
T - 4 - y — d 

2 TT CX. \ C-
X 2 / 2 Ii cn / 
1 1 " 

VT X 
, k )1 cn("° v t — X 

— 1 

und durch Integration 

aresin k sn 
471 

2 K 
a. a 

V t — X 
y -L d 

1 

, k \ 4. aresin k sn 
2 K 
a a 

vt — x 

Trigonometrische Umformungen ergehen 

2 Ii 
±71W 

a 

ken \—-(?/ — d), frl 
L « a J 

r 2 Ii 1 2/ i 

cn 
2 Ii j v t — X 

cn 
a, a I 1 v2 1 \ 

1 c-

•f y d \, k 

(16) 

+ y - d \ , H 
(17) 

(18) 

19) 

/„. 7, 2 Ii / v t — x 
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Durch Vergleich mit Gl. (17) findet man, daß die Bedingung Gl. (12) dann erfüllt ist, wenn 
K2 ( J\2 

2 K \ (2K \ 
(ä — 37o). k dn (d — yn), k ex a ; \ txa ! 

gilt. Dieser Bedingung, die auch 
.4 K , (KjOi)--

cn\—(d~y0)>k) = 

(20) 

(20a) ( Ä / « ) 2 + 1 1 + («Iii)2 

geschrieben werden kann, müssen <5 — (d — y0)ja, K und tx genügen, so daß von den drei Größen d, k und 
cx nur zwei frei wählbar sind. 

Wir beschreiben nunmehr die wichtigsten Eigenschaften der Lösung Gl. (13). Die gegenseitige Ver-
schiebung einander gegenüberstehender Atome in den Ebenen y=±y0 ist 

A w (x, t) = w (x, «/„, t) — w (x, — y0, t) 

t — x a . r kK r / 2K f vt 
- — arc sin J cn / — — M 1 ^ — i h — cn 

j 2 K vt X 

h — cn txa 
' 1 / \ ' 

y* + d ,k] • (21) 

Dies stellt eine mit der Geschwindigkeit v > v^ fort-
schreitende Welle dar. Ihre Wellenlänge in .r-Rich-
tung ist 

lx = 2atx | - 1 Ay J - 1 • (22) 

ihre Frequenz ist 

>' = r A r = — r ^ i > (23) 1 / Vi 1 V 
?'v\ — - 1 

ihre maximale Amplitude (an der Stelle vt — :r = 
A*/4) ist 

^ a f r 2 Ä -J \ A 
Aw = — arc cos (fc'/dn (r/ - yn), k j J < — 

(24) 

Für ZT hat Aw nach Gl. (21) große Ähnlichkeit 
mit w nach Gl. (3). Dies zeigt, daß diese beiden 
Lösungen in der Tat verwandt sind. Wir "werden 
hierauf weiter unten noch näher eingehen. Aus den 
Gleichungen (22) und (23) folgt, daß für die Grup-
pengeschwindigkeit in ^-Richtung fortschreitender 
Wellen die Gl. (9) ebenfalls erfüllt ist. 

Interessant ist, zu sehen, wie Gl. (21) oberhalb 
und unterhalb der Gleitebene fortgesetzt wird. Gl. 
(18) und Gl. (16) zeigen, daß dort w aus zwei fort-
schreitenden ebenen Wellen zusammengesetzt ist, 
welche zusammen eine stehende Welle in «/-Richtung 
mit der Wellenlänge 7.y — 2txa bilden. Die Ebenen 

y = ± (d + n IJ2) (n = 0, 1, 2, . . .) (25) 

sind Knotenebenen für die Spannungskomponente 
TZY, so daß man in diesen Ebenen den Kristall zer-
schneiden kann, ohne am Spannungszustand etwas 
zu ändern. Jede der beiden ebenen Wellen ist aus 
unendlich vielen harmonischen AVellen zusammen-
gesetzt, die sich in der Gleitebene gerade so über-
lagern, daß die Peierls'sche Bedingung in der glei-
chen Weise wie für Versetzungen erfüllt ist. 

Während man in Gl. (3) nur die Geschwindigkeit 
v und den Modul k der elliptischen Funktionen, also 
die Amplitude der Bewegung, frei wählen konnte, 
tritt hier nun noch als weitere frei wählbare Kenn-
größe die Wellenlänge in «/-Richtung Xy hinzu. Dies 
entspricht natürlich dem Umstand, daß im vor-
liegenden Modell eine weitere wesentliche Dimen-
sion, die «/-Richtung, berücksichtigt wurde. 

Die Gesamtenergie der Lösung Gl. (13) setzt sich 
aus drei Anteilen zusammen, nämlich der elasti-
schen Energie, der kinetischen Energie und der po-
tentiellen Energie der nichtlinearen Wechselwir-
kung in der Gleitebene. Die ersten beiden Anteile 
charakterisieren wir durch die mittleren Energie-
dichten 

£pl ~2G axA .) J + X*x~) (26) 

und 
L l c r / dw V , , 

J J b r ) <27> 
wobei die Integration über ein Rechteck mit den 
Seitenlängen ),x und zu erstrecken ist. Die mitt-
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lere potentielle Energie zwischen den beiden der 
Gleitebene benachbarten Netzebenen (pro Flächen-
einheit der r-z-Ebene gerechnet) ist 

Ga 
8P0t 4 TT2 j ( 1 — cos (2jiAw/a)) dx 

2 71 
1 K ( (d ?/n) 2 ft 

Ga — zn ( , k (28) 

(vgl. den Anhang). Die Jacobische Zeta-Funktion 
znw ist bei J a h n k e - E m d e 9 graphisch dargestellt. 

Bei der Berechnung von eel und ekin ist es am 
zweckmäßigsten, von den Fourier-Reihen Gl. (14) 
und Gl. (15) sowie von den Orthogonalitätseigen-
schaften der trigonometrischen Funktionen Ge-
brauch zu machen. Es ergibt sich dabei 

£el — o ^ 
1 

und 

fckin o Q 

(2 tx)2 r2 — c 

S (k-

T S (k2) (29) 

(30) 
1 

wobei (siehe Anhang und Abb. 1; 

1 
S(k2) = 2 

" - 0 eoi2 

i 

2 n 

71 
2 Goj2 — K'l K Zi 

71 Ii'IJx 

+ 2 {Kinf{kl - JE'IK')+K/JI'K 

(31) 
ist. 

ü 2 1,0 

Abb. 1. S (k2) gemäß Gl. (31). Die Funktion wird für 
k2 — 1 logarithmisch unendlich. 

Die allgemeinen Formeln, insbesondere Gl. (21). 
vereinfachen sich etwas in den folgenden drei Spe-
zialfällen : 

9 J a h n k e - E m d e , 
Leipzig 1933, S. 164. 

Funktionentafeln. 

a) K < a . b) K = a , c) K > a . 

a) Dies ist der Grenzfall großer Wellenlänge und 
kleiner Amplitude. Hier ist die Nichtlinearität 
ohne Einfluß. Aus Gl. (20a) folgt d — y0=a.al2, 
also ist 

2 K vt — x a k ft Jw = cn 
1 

und die maximale Amplitude 
/ s 

Aw = akKItx 1 

K,k\ (32) 

(32 a) 

b) Nach Gl. (20a) ist d — ya= <xa/4, somit gilt 

Air 2 TT arc sin \ k I cn 

l H 
VT — X K 

v£ 

vi — x 

(33) 

(s. Abb. 2a). Die Maximalamplitude wird in diesem 
Falle 

— arccos Vk' 
TT. 

(33 a) 

kann also dem Wert aj2 beliebig nahe kommen. 
c) Im Grenzfall a < K wird 2 K (d — yn)ja «s 0. 

Gl. (21) reduziert sich auf 

ihr = — arcsin k sn / 2 / t VT — X 

I txa /V* \K \ I " ? — 1 

(34) 

(s. Abb. 2b). Gl. (34) stimmt vollkommen mit Gl. 
(3) überein, wenn man a / 2 Ä = I 0 setzt. Ein der-
artiges Resultat ist sehr plausibel, da der Fall tx <C JK 
demjenigen einer sehr dünnen, elastischen Platte 
entspricht (man darf ja in den Ebenen y=±d den 

Abb. 2. Schematische Darstellungen einer Yiertel-
2. Aufl., periode der Funktionen Gl. (33), (a), und Gl. (34), (b). 

Die maximalen Amplituden sind für k2 — 0.9 berechnet . 
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Kristall abschneiden). Es zeigt sich also an diesem 
speziellen Beispiel, daß das Frenkeische Modell die 
richtigen Resultate für verschwindende Ausdeh-
nung des Kristalls senkrecht zur Gleitebene liefert. 

§ 3. E r w e i t e r u n g e n und p h y s i k a l i s c h e 
A n w e n d u n g e n 

Wir haben uns in § 2 der mathematischen Ein-
fachheit zuliebe auf die Diskussion eines speziellen, 
weitgehend idealisierten Falles beschränkt. Obwohl 
es nicht einfach sein wird, die entsprechenden Lö-
sungen anzugeben, kann man prinzipiell die gefun-
denen Ergebnisse in ähnlicher Weise wie in der Ver-
setzungstheorie ergänzen und erweitern. Zunächst 
kann man die Beschränkung fallen lassen, daß alle 
auftretenden Verschiebungen senkrecht zur Fort-
schreitungsrichtung der Welle erfolgen10. Eigenbe-
wegungen mit Verschiebungen in der Fortpflan-
zungsrichtung der Wellen entsprechen den Stufen-
versetzungen; die zugehörigen elastischen Wellen 
sind jetzt nicht mehr reine Scherungswellen, son-
dern enthalten auch einen Anteil, der Volumände-
rungen zur Folge hat. Eine weitere Möglichkeit, zu 
allgemeineren Bewegungsformen zu gelangen, be-
steht darin, die Unabhängigkeit der Lösungen von 
der z-Koordinate fallen zu lassen. Auf diese Weise 
entsteht dann das Analogon zu gekrümmten und 
geschlossenen Versetzungslinien. 

Wie bei den Versetzungen wird man damit rech-
nen müssen, daß die ungenügende Berücksichtigung 
der atomistischen Struktur der Kristalle, insbeson-
dere in der Nähe der Gleitebene, gewisse Eigen-
schaften der Lösungen verfälscht. Ebenso, wie die 
Möglichkeit einer sich im spannungsfreien Kristall 
gleichförmig bewegenden Versetzung nur eine Folge 
der mathematischen Approximationen ist, wird 
man erwarten, daß auch die Phase der Eigenbe-
wegungen nicht gleichförmig fortschreitet, sondern 
daß kleine Schwankungen auftreten, die von der 
diskontinuierlichen Struktur der Kristalle herrüh-
ren. Diese Schwankungen werden eine gegenüber 
der stets vorhandenen Dämpfung der elastischen 
Schwingungen erhöhte Dämpfung zur Folge haben, 
die jedoch schwer theoretisch abzuschätzen ist. 

Wir betrachten jetzt zwei Anwendungsmöglich-
keiten der oszillatorischen Eigenbewegungen. Bei 

10 Die Resultate beim Frenkeischen Modell lassen 
sich sowohl für longitudinale als auch für transversale 
Verschiebungen interpretieren. 

11 F. Förster u. E. Schei l , Z. Metallkunde 32, 165 
[1940]. 

der Untersuchung des zeitlichen Ablaufs von Um-
klappvorgängen haben F ö r s t e r und Sche i l 1 1 als 
Folgeerscheinung der Martensitbiklung gedämpfte 
Schwingungen des elektrischen Widerstandes der 
Probe beobachtet. Die Frequenz betrug zwischen 
104 Hz und 105 Hz. Die Dämpfung der Schwingun-
gen war höher, als man für mechanische Schwingun-
gen dieses Frequenzbereiches erwarten müßte. Bei 
der Interpretation dieser Schwingungen des elek-
trischen Widerstandes durch mechanische Schwin-
gungen in der Probe ergibt sich die Schwierigkeit, 
daß normale hörbare oder ultrasonische Schwin-
gungen des oben angegebenen Frequenzbereiches so 
große Wellenlängen (von der Größenordnung cm) 
aufweisen, daß sie den elektrischen Widerstand nicht 
merklich beeinflussen können. Von D eh l inger und 
K o c h e n d ö r f e r 1 2 wurden sie deshalb als stehende 
Wellen interpretiert, bei denen ganze Netzebenen 
gegeneinander schwingen. Es erscheint plausibel, 
daß der in § 3 besprochene Lösungstypus gerade 
den beobachteten Schwingungen entspricht, wobei 
die „Gleitebene" im vorliegenden Fall mit der Gleit-
ebene der Umwandlung13 zusammenfallen würde. 
Die großen Verzerrungen, die, wie die Spezialfälle 
b) und c) zeigen, in dieser Gleitebene auftreten 
können, bieten eine Erklärungsmöglichkeit für die 
beobachteten Änderungen des elektrischen Wider-
standes. 

Die zweite Anwendung, die wir von den oszilla-
torischen Eigenbewegungen machen, beruht auf der 
Dispersionskurve v = v(Ax), nach der zu den be-
trachteten Schwingungen Wellengruppen gehören, 
die sich in der Fortschreitungsrichtung mit der 
Gruppengeschwindigkeit 

V = v*/v, 

also mit Unterschallgeschwindigkeit, fortbewegen. 
Die entsprechenden Wellengruppen lassen sich im 
Frenkeischen Modell explizit angeben5, so daß 
man annehmen darf, daß sie auch im Peierls 'schen 
Modell existieren, obwohl es noch nicht gelungen 
ist, die entsprechenden Lösungen aufzufinden. 
Unter diesen Wellengruppen sind solche enthalten, 
die sich von einem Paar ungleichnamiger Versetzun-
gen nicht unterscheiden lassen. Wie bei der Betrach-
tung des F r e n k e Ischen Modells näher ausgeführt 

12 U. Dehl inger u. A. K o c h e n d ö r f e r , Z. Physik 
116, 576 [1940]. 

13 U. Dehl inger , Chemische Physik der Metalle u. 
Legierungen, Leipzig 1939, S. 131. 
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werden soll5, ist es in genügend starken Spannungs-
feldern möglich, diese beiden in der Wellengruppe 
enthaltenen Versetzungen voneinander zu trennen, 
so daß man sagen kann, daß sich die sog. thermische 
Versetzungsentstellung als Zusammenwirken von 
interferierenden oszillatorischen Eigenbewegungen 
und von Schubspannungen auffassen läßt. Beim 
eigentlichen Gleiten in Metallkristallen spielt dieser 
Mechanismus bei mäßiger Temperatur nach heu-
tiger Auffassung keine Rolle, da die Versetzungen 
wohl von Frank-Read-Quel len geliefert werden: 
doch scheint der erwähnte Mechanismus für das 
seitliche Ausbreiten von kink-bands verantwortlich 
zu sein14. 

14 F. C. Frank u. A. Stroh , Proc. physic. Soc. 
demnächst. 
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Aufenthaltes des Verfassers im H. H.Wil ls Physical 
Laboratory, University of Bristol. Für die Möglich-
keit, dort zu arbeiten, möchte ich dem Direktor dieses 
Instituts, Herrn Prof. X. F. Mott , auch auf diesem 
Wege herzlichen Dank sagen. Dem Brit ish Counci l 
bin ich für die Gewährung eines Stipendiums zu 
großem Dank verpflichtet. 

Anhang 

1. D e f i n i t i o n e n und Formeln 

Elliptisches Integral 1. Gattung 

z — F (k, <p) = f (1 — k2 sin2 xp)~ ^ d y). 
f) 

Umkehrfunktion <\ — am (z, k). 

Jacobische elliptische Funktionen 

sn (z, k) ~ sin am (z, k). 
cn (z, k) — cos am (z, k). 
dn (z, k) = (1 — k- sn2 (z, k))?•«. 

Vollständiges elliptisches Integral 1. Gattung 

K = Ii (k) = F (k, n/2). 

Komplementärer Modul /c' = (l — k2)1^. Ii' = Ii (k'). 

Fourier-Reihe 

V" cos (2 n ~r 1) TT ii 
Kk cn (2 Ii u.k) =- si > — . (A) 

t— 2/1-1-1 
» = ° ßoi 71 Ii'IK 

Integration 
z 

k J cn (z, k) dz — arccos dn (z, k) — aresink sn (z, k). 

Elliptisches Integral 2. Gattung 

E (<p, k) = \ (1 — k2 sin2 y>)K dy>; E = E (k) = E (n/2, k). 
o 

Verdopplung des Arguments 

1 — cn 2 u sn2« dn2 u 
l — cn 2 u cn2 u 

2. Berechnung des Integra ls 

I - - J [1 — cos (2 7i J iv ja)] da-: 

Setzt man zur Abkürzung 

2K (rt — x , t-2 ^ (d — y0) 
2 K 

1 

und verwendet Gl. (18) sowie das Additionstheorem 
der elliptischen Funktionen, so erhält man 

- i- ' x 

J' T 
- H * 

Mit der Abkürzung 
l 

II (g. k) = 

2k- sn2v t cn2r2 

k2 sn2/,^ sn2f2 

d| 

d;c. 

(i + ei2) m — i 2 ) ( l — v t 2 ) 
gilt 

sn2 

1 — k2 sn2 Vc, sn2 t'j 
1 

d / j 

k2 sn2 !•„ 

Nach G r ö b n e r - H o f r e i t e r 1 5 ist 

77 (—k2 sn2r2, k) — K{k) 

II (— k2 sn2 v2, k) — K (k) 
sn t'. 

dn r2 cn v2 

Benützt man die Formel 

E v 2 — KE (am 

zn (z, k) — E (am z,k) 
E(k) 
K (k) 

sowie Gl. (20), so erhält man schließlich 

1=2 — Ii(k) zn (fo, k). 

15W. Gröbner u. X. H o f r e i t e r , Integraltafel, 
Wien 1950 2. Teil, S. 42. 


